Programarea liniara. Metoda grafica.

/O 2.1. Notiuni teoretice

Programarea liniara este un model matematic care cautd sd maximizeze sau
minimizeze, altfel spus sd optimizeze, o functie liniarda numitd functie
obiectiv (cum sunt de exemplu profitul sau costul) supusa unei multimi de
inegalitati sau egalitati numite constrangeri. Din punct de vedere matematic,
atat functia obiectiv cat si constrangerile sunt expresii matematice liniare,
fiecare variabild aparand in termeni separati, ITnmultitd de o constantd (care
poate fi si 0), dar ridicatd numai la puterea intdi. Mai mult, pentru ca
variabilele de decizie, marimile ale caror valori sunt cautate astfel incat
functia obiectiv sa fie optima, sa aiba semnificatie fizica, intr-0 problema de
programare liniard se impune si conditia de nenegativitate.

Modelul matematic asociat unei probleme de programare liniara se poate
reprezenta prin:
1. un sistem liniar de m ecuatii sau inecuatii ce reprezintd restrictii sau
constrangeri ale variabilelor de decizie x; (j=1,n)
ay X, +a,X,+.4a, X, (£, 2, =)b;
Ay X, +8,X, 443, X, (S, 2, )b,

(2.1)
Xy +an Xt X, (S 2, =)b,
2. un sistem de conditii de nenegativitate:

X120,%X22>0,...,x,20 (2.2)
3. o functie obiectiv care trebuie optimizata:

16
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f(X) = c1X1 + C2X2 + ... +CpXn = MAX sau MIN (2.3)

Formularea problemei: Sa se gaseasca In multimea solutiilor sistemului
(2.1) si a (2.2) o solutie ce realizeaza valoarea optima (maxima sau minima) a
functiei obiectiv f(x) (2.3).

O problema de programare liniard care are numai doud variabile de decizie
poate fi rezolvata grafic conform urmatoarei proceduri:

1. Se alege un sistem perpendicular de axe, cu prima variabild de decizie
pe abscisa si cu cea de-a doua pe ordonata;

2. Se traseaza grafic fiecare constrangere. Pentru aceasta, fiecare
constrangere este transformatd din inegalitate in egalitate. Ceea ce
rezultd este ecuatia unei drepte, care se poate reprezenta grafic prin
puncte. Aceasta linie delimiteaza doud regiuni: partea ,,mai mica decat”
si partea ,,mai mare decat”. Pentru a determina de ce parte sunt valorile
acceptate de constrangere se testeaza originea, adica punctul de
coordonate (0,0). Daca acest punct respecta constrangerea, atunci zona
acceptati este de acceasi parte cu originea. In caz contrar, zona
acceptatd este cea opusa. Intersectia tuturor constrangerilor delimiteaza
regiunea solutiilor fezabile, adica acea zond in care se vor gasi
solutiile problemei.

3. Se atribuie functiei obiectiv o valoare arbitrara si se traseaza si linia
determinatd de aceasta ecuatie.

4. Se deplaseaza aceastd ultima linie paralel cu ea Insasi astfel Incat
valoarea functiei obiectiv sd creascd dacd este o problema de
maximizare sau sd scada daca este vorba de o problema de minimizare.
Aceastd deplasare se face pana la atingerea ultimului punct posibil din
regiunea solutiilor fezabile.

5. Se stabileste solutia optima prin rezolvarea sistemului de doud ecuatii
cu doud necunoscute date de intersectia liniilor din punctul stabilit
anterior.

6. Se inlocuiesc valorile obtinute anterior in expresia functiei obiectiv
pentru a stabili valoarea optima a acestei functii.

Daca o problema de programare liniard are o solutie optima atunci aceasta
solutie se va gasi intr-un punct extrem. Daca functia obiectiv este paralela cu
una dintre constrangeri, se poate intampla ca ultimele puncte atinse sa fie un
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segment intreg apartinand liniei constrdngerii. In acest caz, toate punctele de
pe acest segment, incluzand capetele, reprezinta solutii optime.

(:V 2.2. Problema rezolvata
A/

Enunt: O companie produce schiuri si snowboard-uri. O pereche de schiuri
necesita 2 ore pentru decupare, 1 ord pentru deformare si 3 ore pentru slefuire.
O placa de snowboard necesita 2 ore pentru decupare, 2 ore pentru deformare
si 1 ord pentru finisare. in fiecare zi compania are la dispozitie 140 de ore
pentru decupare, 120 de ore pentru deformare si 150 de ore de manopera
pentru finisare. Cate perechi de schiuri si placi de snowboard ar trebui sa
produca firma pentru a-si maximiza profitul, avand in vedere ca o pereche de
schiuri aduce un profit de 10 u.m., iar o placa de snowboad 8 u.m.

IR

) 2.2.1. Rezolvarea manuala

Primii pasi in rezolvarea unei probleme de programare liniard sunt trecerea
problemei in forma tabelara si apoi In forma matematica.

Forma tabelara:

- SchiuriSnowboard Total ore
Decupare 2 2 140
Deformare 1 2 120

Finisare 3 1 150
Profit (u.m.) | 10 8 -

Forma matematica
Se noteaza cu x = numarul de perechi de schiuri produse si cu y = numarul de
snowboard-uri. Constrangerile date de disponibilitatea de ore de manopera se
transcriu in forma matematica astfel:

B Decupare: 2x+2y <140

B Deformare: x +2y <120

B Finisare: 3x+y <150

x>0,y>0
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Profitul trebuie maximizat. Functia profitului, care se numeste si functie
obiectiv este:
O P=10x + 8y

Pentru rezolvarea problemei cu metoda graficd, vom analiza fiecare
constrangere, pentru a stabili grafic zona in care se afla solutia problemei.
Intr-un sistem cartezian, a carui abscisi (x) indicad numarul de schiuri produse,
iar ordonata (y) arata cate placi de snowboard se vor produce, vom trasa
dreptele ale caror ecuatii sunt date de constrangeri:

Pentru decupare vom avea dreapta din figura 2.1:

200;
1 5-:1:
1 .:..:.:
S0+

Fig. 2.1. Constrangerea impusa de decupare

Dupa aflarea taieturilor cu axele, am obtinut dreapta din figura. Pentru
a verifica ce parte a planului — impartit de aceasta dreapta — verificam daca
originea sistemului satisface constrangerea. 2*0+2*0<140. Relatia este
adevarata, asadar, punctele aflate in portiunea de sub dreapta constrangerii,
satisfac cerintele problemei.

Analog se procedeaza si pentru celelalte constrangeri:
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20
200 Deformare: x + 2y £ 120
T x=0 => 2y=120 => y=60
T y=0 => x=120
150
100
N
S
| Deformare
:7::::5:0:..:10.0..%15:0::::20:0::::25:0:

Fig. 2.2. Constrangerea impusa de deformare

Finisare: 3x+y=150
x=0 => y=150
y=0 => 3x=150 => x=50

Finisare

Deformare

T T I T I ; T T T T T I I T T T T T T
sty 10 150 200 250

Fig. 2.3. Constrangerea impusa de finisare

Constrangerile ca x si 'y sa fie pozitive, precum si constrangerile reprezentate
grafic in figurile de mai sus, reduc zona in care se afld punctele ce satisfac

conditiile problemei la cea hasurata (ABCDE) din fig. 2.4.
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Punctul ale carui coordonate
reprezinta solutia problemei se afla
in zona hasurata

colturi P=10x+ 8y

(0.0} 0 u.m.
{0,60) 430 u.m.
(20.50) | 600 u.m.
[(40,30) | 640 um. |
(50,0} | 500 u.m.

Fig. 2.4. Zona punctelor care satisfac constrangerile

Pentru a gasi solutia optima, trebuie trasatd dreapta functiei obiectiv (prin
acordarea unei valori arbitrare lui z). Aceastd dreaptd, reprezentatd cu linie
intreruptd, va fi deplasatd paralel cu ea insdsi cat mai departe de origine
(deoarece este o problema de maxim). Se observa din figura de mai sus ca
solutia problemei va fi in unul din colturile suprafetei hasurate (ABCDE).
Astfel, calculam valoarea functiei obiectiv pentru fiecare din colturile zonei
hasurate din figurd. Dupa cum se observa din figura 2.4 punctul de
coordonate (40,30) reprezintd solutia problemei. Valoarea functiei obiectiv
fiind:
P=10*40+8*30=400+240=640 u.m.

In concluzie: firma va produce 40 de perechi de schiuri si 30 de placi de
snowboard.

lA

) 2.2.2. Rezolvarea cu Microsoft Excel

Pentru exemplificare vom folosi aceeasi problema ca si la rezolvarea
manuala.

Pasul 1 - trebuie dezvoltat modelul matematic pe foaia de calcul din Excel:
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1. Datele de intrare (Fig.2.5) sunt introduse de la tastatura in celulele
hasurate (B6:C8, respectiv F6:F8 si B10:C10):

Constrangerile impuse de operatia de decupare — sirul B6:C6

Constrangerile impuse de operatia de deformare — sirul B7:C7

Constrangerile impuse de operatia de finisare — sirul B8:C8
Disponibilul de ore de manopera — sirul F6:F8
Profitul unitar pentru bunurile produse — sirul B10:C10

A | B | c | D |E| F | G |
1 |Problema schiurilor
2
3 |Date de intrare
4
] Schiuri Snowhoard-u Total utilizat Total digponibil
6 |Decupare 2 2 0f== 140
7 |Deformare 1 2 0l== 120
2 |Finisare 3 1 0f«= 150
4 total profit
10 | Profit | 10] 8] 0
11
12 [Planul de productie
13 =chiuri snowboard-uri
14
15 |Schiurifplici produse | 0 0]
16

Fig. 2.5. Datele de intrare

2. Nivelele productiei. Se introduc valori pentru celulele B15:C15. Aceste
celule sunt celule schimbabile si se pot folosi orice valori initiale, Solver-ul
incercand sa gaseasca valorile optime.

3. Resurse utilizate. Se introduce formula:

=SUMPRODUCT(B6:C6,$B$15:$C$15)

in celula D6 si se copiaza in sirul D7:D8. Aceste formule calculeaza orele
de manopera de decupare, deformare si finisare necesare pentru numarul de
produse realizate. Functia SUMPRODUCT multiplica fiecare valoare din
Sirul B6:C6 cu valoarea corespunzatoare din sirul B15:C15 si apoi
insumeaza aceste produse. Semnul $ (adresa absoluta a celulei) din sirul
B15:C15 este introdus pentru a permite copierea formulei in sirul D7:D8.

4. Profitul realizat. Se introduce formula:

=SUMPRODUCT(B10:C10,B15:C15)

in celula D10 pentru calculul profitului total.

Pasul 2 — utilizarea Solver-ului
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Pentru a apela Solver-ul din Excel, se selecteaza optiunea Solver din meniul
Tools.

E3 Microsoft Excel - problema schiurilor,

@_1 File Edit Miew Insert  Formak | Tools | Daka  Window  Help
: [ i, Ing... b * Gy Ay
LS (2 (37 ] XV Seling 7Rz -4
B20 - 5 4 Research.. Al+Click

A, | B ‘@ Error Checking. .. | E | F |
1 [Problema schiurilor
5 Shared Workspace. ..
3 |Date de intrare Share Workbool. ..
4 Prokection k
5 Schiuri _ ) tilizat Total disponibil
E |Decupare Cnline Collabaoration 3 0 == 140
7 |Deformare Forrnula Auditing 3 0 == 120
8 |Finisare | Calver 0= 150
g ' — fit
10 [Profit Macro 3 0
11 add-Ins. ..
12 [Planul de productie _
13 Schiuri Customize...
14 Qptions, .,
15 | 5chiuri/placi produse | ¥ |
16

Fig. 2.6. Apelarea Solver-ului

Va aparea o fereastra de dialog ca cea din figura 2.7, care este constituitd din
trei sectiuni importante:

Solver Parameters

Sefk Target Cell: Solve
Equal To: @ mMax  OMn (O value of: ID—l

By Chanaing Cells:

i

smpisachs
Subject ko the Constraints: Options

$EF15:45CF15 ==0 _

0404045 <= dFEai$FLa m
Reset All

Fig. 2.7. Fereastra Solver-ului

1. Obiectivul. Se selecteaza celula D10 pentru profitul total si butonul Max.
2. Celulele schimbabile. Se selecteaza sirul B15:C15, numarul de perechi de
schiuri, respective snowboard-uri produse.
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3. Constrangerile. Se alege optiunea Add si se introduc urmaitoarele
constrangeri (se pot introduce in orice ordine dar vor fi afisate in ordinea
alfabetica a numelor sau adreselor):

utilizarea doar a resurselor necesare

valori strict pozitive

4. Modelul liniar. La apasarea butonului Options, va apare o noua fereastra,
unde se va selecta optiunea Assume Linear Model.

5. Optimizarea. Se selecteaza butonul Solve pentru gasirea solutiei optime si
alegerea unuia dintre cele trei rapoarte (Fig.2.8).

D6:D8<=F6:F8
B15:E15>=0

B

l):‘_l] File Edit Wew Insert Format  Tools Data  Window  Help

NS H RIS TE s B S0 s8> 8] RS ee - @ -0 - Bz

B20 - b3
A | 8 | ¢ | o JEl F el H [ 0 | a0 | k [ 1

| 1 |Problema schiurilor

2

I Date de intrare

4

| 5 | Schiuri Snowhoard-u Tatal utilizat Total disponibil

| 6 |Decupare 2 2 140 == 140

| 7 |Deformare 1 2 100 <= 120

| @ |Finisare 3 1 150 == 150

EN total profit

10 |Profit [ 10] g 540

1

E Planul de productie )
13| Schiuri Snowboard-uri Solver Results g]
l —_— Salver found a solution.  All constraints and optimality

| 15 |Schiun/placi produse | 4|]| 3|]| conditions are satisfied. Reports
% Answer
s Sensitivity

18 @ke : Limits
F () Restore Qriginal Yalues
20 [ ]
T i [ Ok ] [ Cancel ] [ Save SCenario... ] [ Help
22|

Fig. 2.8. Solutia optima

Dupa cum se observa in figura 2.8, solutia problemei este aceeasi cu cea
gasitd prin metoda manuala: se vor produce 40 de schiuri si 30 de snowboard-
uri, iar valoarea functiei obiectiv este de 640 u.m.

A
o

2.2.3. Rezolvarea cu WinQSB

Pentru rezolvarea problemei cu WinQSB alegem modulul Linear and
Integer Programming (Fig. 2.9).
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E Acceptance Sampling Analysis
! Aogreqate Planning

. Decision Analysis

@ Cwnamic Prograrnming

Facility Location and Lawout
. Farecasking

Goal Pragramrming

Inventory Theory and Syskem
Ea Job Scheduling

ﬂ Linear and Integer Programmming

@ Markoy Process

H Material Requirements Planning
@ Mebwork Modeling

m Monlinear Programming

B rErT_CPM

Cuadratic Programming

E Cuality Contral Chart

[lE Queuing Analysis

ﬂ Queding System Simulation

S
Fig. 2.9. Modulele WinQSB

Din meniul principal alegem File — New Problem (Fig. 2.10).

2=8 Help

1 Problem
Load Problem

Ezxik

Fig. 2.10. Problema noua

Introducem datele problemei in forma matriciala (Fig. 2.12), dupa ce mai intai
am specificat numarul de variabile si de constrangeri, respectiv 2 si 3, criteriul
pentru functia obiectiv, de maximizare si tipul variabilelor, respectiv intregi
(Nonnegative Integer) in fereastra de dialog deschisa (Fig. 2.11).
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LP-ILP Problem Specification E

Problem Title: |thlema schiurilor

Number of
Yarnables:

" Objective Criterion

() M aximization

) Minimization

" Data Entry Format

(® Spreadsheet Matrix Form
) Mormal Model Form

Number of
Constraints:

(@ Monnegative continuous
(" Honnegative integer
C Binary [0.1)

) Unsigned/unrestricted

ENN

"Default Variable Type |

=

Cancel

Help

Fig. 2.11. Fereastra de dialog la inceputul problemei

Variable --> X1 | %2

| Direction | R.H.S5.

M aximize
C1
c2
C3

LowerBound

UpperBound

YanableType

Continuous

T o = m =
- I -

Continuous

140
120

Fig. 2.12. Introducerea datelor in forma matriciala

Se poate obtine direct solutia finala, prin selectarea optiunii Solve the Problem
din meniul Solve and Analyze (Fig. 2.13) sau se pot vizualiza pasii parcursi in
rezolvarea problemei — optiunea Solve and Display Steps din acelasi meniu.
In cazul in care existd o solutie finald se va afisa un raport al acesteia, in caz
contrar programul face o analiza a variabilelor si constrangerilor problemei.
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F# Linear and Integer Programming

File Edit Format BSEEEREpEN: Lltilities Wi
| @ I E”_I EI %Iq he Prablem =
Solve and Display Steps
- BT RS Graphic Method

LowerBound - R_

Change Integer Talerance
Specify Solution Quality
Specify Wariable Branching Priorities

Fig. 2.13. Rezolvarea problemei

In cazul de fata, problema are solutie, fapt indicat de fereastra care apare dupi
ce problema a fost rezolvata (Fig. 2.14)

Linear and Integer Programming E

The problem has been solved.
Cptimal solution is achieved.,

Fig. 2.14. Solutia optima a fost gasita

Solutia furnizatd (aceeasi cu cea gasitd prin metodele anterioare) specifica
faptul ca firma se va incadra in restrictiile impuse (Ore de manopera limitate
pentru decupare, deformare si finisare) si va obtine profit maxim (de 640 u.m.)
daca va produce 40 de perechi de schiuri si 30 de snowboard-uri (Fig. 2.14).

15:12:52 | | Fiday | Febuary | 13 | 2009 | |

Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basisz Allowable Allowable

Yanable Yalue Profit c[j] | Contnbution Cost Statuz | Min. cfj] Max. cfj]
i X1 40,0000 10,0000 4000000 1] basic g8.0000 @ 24 0000
2 x2 30,0000 8.0000 2400000 1] basic 3.3333 10,0000
i Objective | Function Max ] = 640,0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
] Constraint Side Direction Side of Surpluz Price | Min. RHS Max. RHS
I c1 1400000 = 1400000 1] 3.5000 100,0000 1560000
i c2 1000000 <= 1200000 20,0000 0 1000000 M
3 cC3 1500000 €= 1500000 1] 1.0000 110.0000 2100000

Fig. 2.14. Solutia problemei
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A
k'S‘ 2.2.4. Rezolvarea cu STORM

7 4

La apelarea programului STORM, conceput pentru mediul DOS, va apare pe
ecran imaginea din figura 2.15.

PERSONAL UERSION 2.0
October 1971

Storm Software. Incorporated
P 0 Box 2265
Cleveland. OH 44122-9998

(c>» Gopyright 1991

Press any key when ready

Fig. 2.15. Mesaj de intampinare

Se poate observa atat in aceastd figura, cat si in celelalte figuri care urmeaza,
ca la baza ecranului sunt date instructiuni, pentru a trece la pasul urmator:

Use ¥-& to change option: Enter to select; Esc to return

STORM : MAIN MEMNU
Linear & Integer Programming

Assignment

Transportation

Disztance Metworks (Paths, Tours, Trees)
Flow Hetworks (Max Flow,., Transshipment)
Project Management C(PERT.CPM>

Queuveing Analysis

Inventory Management

Facility Layout

Assembly Line Balancing

Investment Analysis

Forecasting

Production Scheduling

Material Reguirements Flanning
Statistical Process Control

Statistics

Decizion Analysis (Single Level)
Decisdion Trees (Multiple Levels>

Use ¥-4 to change option; Enter to select; Esc to return
F? F8 F2 Juli] Exit STORM

Fig. 2.16. Modulele oferite de STORM
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Pentru rezolvarea problemei analizate anterior, vom alege modulul 1 — Linear
and Integer Programming. Fiind o problema noua, vom alege optiunea
Create a new data set (Fig. 2.17)

e CADOCUME-~1\WalivMYDOCU - 1\wali\MATERI~ 1XCOSIMS ~ 1\SOF TWA ~ 1\Storm\STORM. E

LIMEAR & INTEGER PROGRAMMING : INPUT

1> Read an existing data file

Select option E

Use ¥~4 to change option; Enter to select; Esc to return

j3¥] Modules Exit STORM

Fig. 2.17. Crearea unei probleme noi

in pasul urmitor se introduc informatii privind titlul si tipul problemei (de
maximizare), privind numarul de variabile si de constrangeri (Fig. 2.18)

e CADOCUME-~1\WalitMYDOCU - 1\wali\MATERI- 1\COSIMS ~ 1\SOF TWA ~ 1\Storm\STORM. E

STORM EDITOR : Linear & Integer Programming Module
Title : Problema schiurilor
Mumber of variables H
Mumber of constraints
Starting solution given :
Objective type (MAXA/-MIN> :

Ready to go on to detailed data T <y n> =
KB:

Fig. 2.18. Date generale despre problema

Dupa ce aceste informatii au fost introduse, se apasa tasta y si se trece la
urmatorul pas — introducerea detaliata a datelor problemei. VAR1 corespunde
numarului de perechi de schiuri, iar VAR2 corespunde numarului de placi de
snowboard produse. Constrangerile privind orele de manopera pentru
decupare, deformare si finisare sunt reprezentate de CONSTR1, CONSTR2
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si respectiv CONSTR3. In coloana RHS se trec orele disponibile pentru
fiecare dintre constrangeri. (RHS= Right Hand Side). Forma tabelara stabilita
la metoda manuala poate fi utild pentru intelegerea modului de introducere a
datelor. Dupa ce au fost introduse de la tastaturd toate datele problemei, se
apasa tasta F7 — Done (Fig. 2.19).

e CADOCUME-~1WalitMYDOCU - 1\wali\MATERI - TA\COSIMS ~ 1\SOF TWA ~ 1\Storm\STORM. E

STORM EDITOR : Linear & Integer Programming Module
Title : Problema schiurilor
Mumber of wvariables H
Mumber of constraints H
Starting solution given :
Objective type (MAKA/-MIN> :

0OBJ COEFF
CO 1

Fig. 2.19. Introducerea datelor

Dupa apasarea tastei F7, programul oferd optiunea de a edita datele
problemei, de a le salva, a le tipari sau de rezolvare a problemei utilizand
datele introduse la pasul anterior (Fig. 2.20).

si C:\DOCUME-~1\Wali\MYDOCU- 1\vali\MATERI- 1\COSIMS ~ 1\SOF TWA -~ 1\Storm\STORM. E

LIMEAR & INTEGER PROGRAMMING : PROCESS

Edit the current data set
Save the current data set
Print the current data set

Select option EW

Uze ¥-4 to change option; Enter to select; Esc to return

& Input ] Modules Exit STORH

Fig. 2.20. Optiuni dupa introducerea datelor

in pasul urmator, utilizatorul are din nou libertatea de a alege dintre mai multe
optiuni: aflarea solutiei optime, afisarea unui raport sumar pentru solutia
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curentd, afisarea unui raport detaliat pentru solutia curentd, trecerea la

urmatoare iteratie, sclectarea variabilei de intrare si trecerea la iteratia

urmatoare, listarea datelor problemei, executarea unui raport tabelar pentru

solutia curentd. Alegem optiunea 1 — gasirea solutiei optime (Fig. 2.21)
s C:\DOCUME-1Wali\MYDOCU- 1\vali\MATERI- 1\COSIMS~ 1\SOF TWA- 1\Storm\STORM. E

LIMEAR PROGRAMMING PHASE 2 : ITERATION 8

Summary Report for current solution

Detailed Report for current solution

Go to the next iteration

Select entering variable. go to next iteration
List probhlem data in equation style

Tabhleau Report for current solution

Select option Fil

Uze ¥~-4 to change option; Enter to select; Esc to return

14 Config iy Edit-/Save 1% Input ] Modules ja i Exit STORM

Fig. 2.21. Alegerea optiunii de aflare a solutiei optime

Dupa selectarea optiunii 1 — prin apdsarea tastei Enter, pe ecran va aparea
imaginea din figura 2.22, cu aceleasi optiuni ca si 1n iteratia anterioara, dar
avand 1n plus optiunea de a salva solutia optima ca si solutie initiald. Solutia
curentd in acest ultim caz este si solutia optima a problemei.
:\DOCUME - 1\WVali\MYDOCU- 1\vali\MATERI~ 1\COSIMS - 1\SOF TWA--1\Storm\S TORM.E

LINEAR PROGRAMMING OPTIMAL SOLUTION : ITERATION 2
Summary Report for current solution

Detailed Report for current solution
Sensitivity analysis of optimal solution
Parametric analy of right-hand =side

Select entering variable, go to next iteration
Save optimal solution as initial solution

List prohlem data in eguation style

Tableau Report for current solution

Select option [ 1 |

Use ¥/4 to change option; Enter to select; Esc to return

i Edit~-Save i Input j3*] Modules 3l Exit STORHM

Fig. 2.22. Solutia a fost gasita

Solutia optima pentru problema analizatd este aceeasi cu cea gasitd prin
celelalte metode (Fig. 2.23).
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Probhlema schiurilor
OPTIMAL SOLUTION — SUMMARY REPORT <(NONZERO UARIABLES>
Variable Ualue Cost
1 UAR 1 4@ . I8RA 18,8808
2 UAR 2 38.0808 8 . 80868

Slack Variables
4 COMSTR 2 28 .086008 8. 08888

Objective Function Ualue = 648

Press any key when ready

Fig. 2.23. Solutia optima

==/ 2.3 Aplicatii

1. O companie a dezvoltat un nou proces de productie al unui aliment

compus din cerealele orez si porumb. Compania doreste sa cunoasca costul
minim al combinatiei dintre cele doud componente care va oferi necesarul
zilnic recomandat (NZR) de vitamine A si D. Fiecare kilogram de orez
costd 0.08 u.m. si furnizeaza 20% din NZR de vitamina A si 40% din NZR
de vitamina D. Fiecare kilogram de porumb costa 0.12 u.m. si furnizeaza
50% din NZR de vitamina A si 20% din NZR de vitamina D.

. O companie comercializeazd doud produse diferite A si B. Cele doua
produse sunt realizate cu facilitdfi de productie comune care au o
capacitate anuala de productie de 15000 ore. Pentru a produce produsul A
sunt necesare 1.5 ore, iar pentru produsul B sunt necesare doar 0.5 ore.
Piata a fost testata si oficialii companiei estimeaza ca numarul maxim de
produse A care pot fi vandute este de 8000 unitati, iar de produse B,
numarul maxim este de 12000 unitati. Cele doua produse pot fi vindute in
orice combinatie. Departamentul de contabilitate a furnizat urmatoarele
informatii financiare:

Produs A Produs B
Pret de vanzare 1.20 0.80
Cost 0.60 0.20

a) scrieti modelul problemei de programare liniara;
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b) Rezolvati problema grafic;
c) Care este valoarea functiei obiectiv a solutiei optime?

3. Determinati solutia optima a problemelor definite de urmatoarele functii
obiectiv aplicate constrangerilor respective:

a) Z=6X+4Y 2> Max b) Z=2X+4Y - Min
2X+Y <30 3X+Y <30
X+Y<20 X+Y<20

X >95

4. Determinati solutia optima a problemelor definite de urmatoarele functii
obiectiv aplicate constrangerilor respective:

a) Z=6X+4Y > Max b) Z=2X+4Y - Min
2X +3Y <30 4X +2Y <40
X+ Y<20 2X +2Y <30
X+ Y>10

5. O companie de mobila produce rafturi modulare din plastic. Acestea pot fi
depozitate si aranjate intr-o varietate de modele, astfel furnizand
proprietarului o considerabila flexibilitate. Managementul este interesat sa
determine care este consideratd cea mai mica iesire a liniei de productie.
Compania produce doud unitdfi de baza: standard si de lux. Procesul de
productie se compune din douad stagii fundamentale: decorarea prin injectie
si finisarea. Mai jos sunt prezentati timpii standard pentru fiecare unitate in
fiecare stagiu al productiei, contributia la profit a fiecarei unitati si orele
disponibile pe saptamana ale capacitatii in cele doud departamente.

Standa | De lux | Capacitate
rd
Departamentul de injectare 3 ore 5 ore 40 ore
Departamentul de finisare 5 ore 5 ore 50 ore
Contributia la profit 2 u.m. 4 u.m.

6. O companie produce doud modele de aparat de radio, modelul standard
(A) st modelul economic (B). Ei incearca sa determine numarul optim din
fiecare model necesar a fi produs zilnic. Profitul este de 30 u.m. pentru
modelul standard si 20 u.m. pentru modelul economic. Compania are la
dispozitie 80 de ore de lucru (10 persoane care lucreaza 8 ore pe zi).
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Producerea unui model standard necesita 2 ore, in timp ce producerea
modelului economic necesitda doar 1 ord. Politica companiei este ca
numdrul de modele standard produse trebuie sa fie cel putin jumatate din
numarul modelelor economice produse. Nu pot fi produse mai mult de 30
de modele standard pe zi. Aceasta companie poate vinde toate modelele de
aparate de radio pe care le produce. Care este numarul optim de aparate de
radio din fiecare model care trebuie produse pentru a maximiza profitul?

Se considera urmatoarea problema de programare liniara:

Max 10x + 8y + 6z =f
6Xx +4y +3z2< 24
y -22z< 0
Fiind dat z = 2, rezolvati problema prin metoda grafica.

Compania ABCD produce jocuri pentru copii. In prezent firma produce
jocuri de fotbal si baschet cu jetoane pe placi de carton. Jocurile aduc un
profit si necesita procesare dupa cum arata tabelul de mai jos:

Baschet | Fotbal Capacitate orara
Tiparire cartoane 2 min 3 min 60 min
Stampilare jetoane 2 min 1 min 50 min
Impachetare 1 min 1 min 40 min
Profit 3um. 2,5u.m.

a). Formulati problema sub forma unei probleme de programare liniara;

b). Gasiti cea mai profitabila combinatie de jocuri de fotbal si baschet
produse

c). Care este timpul necesar pentru obtinerea profitului determinat la
punctul b?

Compania ,,Suc de citrice” detine o masinad care functioneaza 150 de ore
pe saptamana, distiland suc de portocale si suc de grapefruit in
concentrate. Magina poate distila intr-o orad fie 25 1 de suc de portocale in
17,5 1 de concentrat, fie 20 1 de suc de grapefruit in 10 1 de concentrat.
Pana la 1000 de litri din fiecare concentrat pot fi stocati in recipiente
separate dupa procesare. Profitul net pentru fiecare litru de suc de
portocale procesat este de 0,55 u.m., iar pentru un litru de suc de grapefruit
profitul este de 0,40 u.m. Rezolvati grafic urmatoare problema de
programare liniard pentru a determina cati litri de suc de portocale si
grapefruit trebuie procesati pentru maximizarea profitului.
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max imizare:0,55- p+0,40- g
constrangeri :
0,04-p+0,05-g<150

0,70 - p <1000

0,50 - g <1000

p,g=0

10.Compania ,,AutoCar” produce masini compacte si subcompacte.
Producerea fiecarui tip de masind necesitd un anumit volum de materii
prime si de muncd, asa cum este ardtat in tabelul de mai jos:

Materii prime | Munca
(kg) (ore)
Compact 200 18
Subcompact 150 20
Cost unitar (u.m.) 10 70
Total disponibil 80.000 9.000

Departamentul de marketing a estimat ca pot fi vandute maxim 1500
masini compacte la un pret de 10.000 u.m. pe bucata si maxim 200 masini
subcompacte la pretul de 8.000 u.m. pe bucata. Stabiliti cate masini din
fiecare model vor fi produse pentru maximizarea profitului (venituri-
cheltuieli)

11.Compania ,,World Oil” poate cumpara 2 tipuri de petrol nerafinat: ,light
oil” la un pret de 25 u.m. pe baril si ,heavy oil” la pretul de 22 u.m.
barilul. Dupa rafinare, din fiecare tip de petrol se pot obtine 3 produse:
benzind, combustibil pentru avioane si kerosen. Urmatorul tabel indica ce
cantitati (in barili) din fiecare produs se pot obtine din cele 2 tipuri de
petrol:

Benzina | Combustibil avioane | Kerosen
Light Oil 0,45 0,18 0,30
Heavy Oil 0,35 0,36 0,20

Rafinaria trebuie sa distribuie 1.260.000 barili de benzina, 900.000 barili
de combustibil pentru avioane si 300.000 barili de kerosen.
Determinati cantitatile de ,light oil” si ,heavy oil” care trebuiesc
cumparate, astfel incat costurile sa fie minime si cererea sa fie satisfacuta
Minimizare: 25-L+22-H
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0,45-L+0,35-H >1.260.000
0,18-L +0,36-H >900.000
0,30-L+0,20-H >=300.000
L,H>0

Rezolvati problema grafic.

Constrangerti:

12.0 companie de minerit trimite in fiecare zi un camion cu minereu de cupru
si fier de la mina la fabrica unde sunt procesate. Camionul are o capacitate
de 10 tone (masa maxima transportatd) si o capacitate volumica de 1200
metri cubi. Fiecare kilogram de minereu de fier ocupa 0,04 metri cubi si
aduce un profit de 0,30 u.m dupa procesare. Fiecare kilogram de minereu
de cupru ocupa 0,08 metri cubi si aduce 0,50 u.m. profit.
a). Formulati o problema de programare liniard pentru a
determina ce cantitati din fiecare minereu sa se incarce in camion
pentru a maximiza profitul.
b). Rezolvati grafic problema de la punctul a).

13.S4 se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:

Maximizare: X, +2-X,
—-2-X +X,<3
Constrangeri: X, + X, <2
X, X, >0

14.S3 se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:

Maximizare: 2-% +3-X,
-3 X +X,<2
A . X _2'X S]_
Constrangeri: ' ?
4.-X, —2-X,<7
X, X, 20

15.S54 se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:
Maximizare: - X, +2-X,
6-x,—2-X,<3
Constrangeri: T2X A3, <0
X, + X, <3
X, X, 20

16.Sa se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:
Maximizare: —4.%, +8-X,
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6-x,—2-X,<3
—2:-%X +3-X,<6

Constrangerti:
2-% +3-X,<24
X, X, 20

17.S4 se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:

Maximizare: 3%, +4-X,

-3:-%X, +4-x,<12
A . X, +X,<6
Constrangeri: Lo

—2-X +X,<2
X, X, 20
18.Un nutritionist doreste sa stabileasca un anumit regim pentru pacientii unui

spital. Meniul trebuie sa includa 2 componente A si B. Sd presupunem ca
fiecare 100g din produsul A contine 2 unitati de vitamina C si 2 unitati de
fier, iar fiecare 100g din produsul B contine 1 unitate de vitamina C si 2
unitati de fier. Costul produsului A este 4 u.m. per 100g, iar costul lui B
este de 3 u.m. per 100g. Dacd meniul trebuie sa contind minim 8 unitati de
vitamina C si 10 unitati de fier, cate sute de grame din fiecare produs ar
trebui sd contind micul dejun astfel incat cerintele nutritioniste sa fie
respectate iar costurile sa fie minime? Cat va costa micul dejun?

19.0 mica firma produce biciclete cu 3 viteze si biciclete cu 10 viteze in doua
fabrici diferite. Fabrica A produce 16 biciclete cu 3 viteze si 20 de
biciclete cu 10 viteze intr-0 zi. Fabrica B produce 12 biciclete cu 3 viteze
si 20 de biciclete cu 10 viteze pe zi. Costul de operare al fabricii A este de
1000 u.m. pe zi, iar pentru fabrica B costul de operare este de 800 u.m. pe
zi. Firma tocmai a primit o comanda pentru 96 de biciclete de 3 viteze si
140 de biciclete de 10 viteze. Cate zile ar trebui sa functioneze fiecare
fabrica pentru a onora comanda la un cost minim? Care este costul minim?

20.0 companie produce schiuri §i snowboard-uri. O pereche de schiuri
necesitd 2 ore pentru decupare, 1 ord pentru deformare si 3 ore pentru
finisare. O placa de snowboard necesitd 2 ore pentru decupare, 2 ore
pentru deformare si 1 ord pentru finisare. In fiecare zi compania are la
dispozitie 140 de ore pentru decupare, 120 de ore pentru deformare si 150
de ore de manopera pentru finisare. Cate perechi de schiuri si placi de
snowboard ar trebui sd produca firma pentru a-si maximiza profitul, avand
in vedere ca o pereche de schiuri aduce un profit de 10 u.m., iar o placa de
snowboad 8 u.m.
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21.Sa se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:

Maximizare: 2-%X, +3-X,
X, +X, <10

Constrangerti: X, — X, <0
X, X, 20

22.0 firma producdatoare de biciclete introduce 2 tipuri de cadruri de bicicleta
facute din aluminiu si aliaj de otel : Deluxe si Profesional. Profiturile
anticipate sunt de 10 u.m. pentru varianta Deluxe si 15 u.m. pentru
Profesional. Cantitea din fiecare aliaj necesard pentru realizarea cadrurilor
este data (unitdti de masa) in tabelul de mai jos.

Aluminiu | Aligj
Deluxe 2 3
Profesional 4 2

Un furnizor asigura 100 unititi de aluminiu si 80 unitd{i de aliaj de otel in
fiecare saptamana. Cate cadruri Deluxe si Profesional sa produca firma pe
saptamana pentru a maximiza profitul?

23.5S4 se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:

Maximizare: 50-x+18-y
2x+y <100
Constrangeri: X+Yy <80
X,y=0
24.53a se rezolve grafic urmatoarea problema de programare liniara:
Maximizare: 100 +100-y
10x+5y <80
6x + 6y < 66
Constrangeri: 4x+8y > 24
5x+6y <90
X,y=>0

25.Un mic atelier de tamplarie, in care se lucreaza 25 de ore pe saptamana
produce trei produse: A, B si C. Beneficiul obtinut in urma véanzarii
acestor produse este de 40 lei/buc pentru produsul A, respectiv 120 lei/buc
pentru produsul B si 30 lei/buc pentru produsul C. Intr-o ora atelierul poate
realiza 50 buc din produsul A, 25 buc din al doilea produs sau 75 buc din
produsul C. Cererea saptamanala nu depaseste 1000 buc din produsul A,
500 buc din produsul B, 1500 buc din al treilea produs. Cum trebuie



2. Programarea liniara. Metoda grafica 39

repartizatd productia celor trei articole pentru ca atelierul sa-si asigure un
beneficiu maxim?

26.0 moara trebuie sa produca fdina intre 1 mai - 31 august. Livrarile de faina
se fac lunar, dupd contract: in mai 20.000t, in iunie 30.000t, in iulie
50.000t si in august 40.000t. Productia excedentara a unei luni poate fi
livratd luna urmatoare, suportand cheltuielile de depozitare de 2.000
lei/tona pe lund. Capacitatea lunard de productie a fabricii este: 55.000t in
mai, 40.000t in iunie, 25.000t in 1ulie, 50.000t in august. Preturile de cost
sunt: 140.000 lei/tona in mai, 160.000 lei/tona in 1unie, 150.000 lei/tona in
tule, 170.000 lei/tond in august.

Sa se stabileascd nivelul de productie lunar astfel incat contractele sa fie
satisfacute cu cheltuieli minime.

27.Fiecare animal dintr-o ferma are nevoie de o cantitate minima de principii
nutritive pe zi, care depinde de specie, varsta, scop urmarit in alimentatie.
Principiile nutritive se afla in diferite proportii in produsele ce compun
ratia furajera. Folosind datele din tabelul de mai jos sa se determine
cantitatea x din alimentul A1 si cantitatea y din alimentul A2 exprimate in
kilograme, ce trebuie sa intre in compozitia ratiei furajere a unui animal
astfel incat costul ei sa fie minim.

Denumirea Continutul in Car.‘t'.tawe
principiilor principii nutritive al prrne:gclzrrrife
nutritive alimentelor (kg) (kg)
A Ay
P1 0,1 0 0,4
P2 0 0,1 0,6
P3 0,1 0,2 2
P4 0,2 0,1 1,7
Costul (lei/kg) 240 80

28. O companie produce doud modele de veioze: ,,Somn usor” si ,,Odihna
placutd”. Fiecare veioza ,,Somn usor” necesitd 1 ord de munca de pe linia
de asamblare I si 3 ore de munca pe linia de asamblare II. Fiecare veioza
,,Odihna placutd” necesitd 2 ore de munca de pe linia de asamblare I si 4
ore de munca de pe linia de asamblare II. Sunt disponibile cel mult 32 de
ore de asamblare pe linia I si cel mult 84 ore de asamblare pe linia II, pe
sdptamand. Se anticipeazad ca firma va realiza un profit de 4 u.m. pentru
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fiecare veiozd ,,Somn usor” si 6 u.m. pentru fiecare veioza ,,Odihna
placuta”. Cat de multe veioze din fiecare model ar trebui sa fie produse pe
sdptdmana, pentru a maximiza profitul companiei?

29.Un medic recomanda unui pacient sd creasca aportul zilnic de vitamina A
si B. Ii recomanda doua tipuri de pastile cu vitamine: ,,Extra Energie” si
»Sandtate+”. Fiecare pastila de ,,Extra Energie” contine 40 mg de vitamina
A si 30 mg de vitamina B. Fiecare pilula de ,,Sanatate+”contine 20 mg de
vitamina A i 40 mg de vitamina B. Fiecare pastild ,,Extra Energie” costa 7
centi si fiecare pastila ,,Sdndtate+” costd 5 centi. Pacientul trebuie sa
primeasca cel putin 2000 mg de vitamina A si cel putin 2400 mg de
vitamina B. Caite pastile din fiecare medicament trebuie sd cumpere
pacientul pentru a satisface cerintele medicului, la un cost minim?

30.Un fermier poate utiliza doua tipuri de ingrasamant pentru culturile sale: A
si B. Fiecare pungd de fertilizator A contine 2 kg de clor, 4 kg de acid
fosforic si 8 kg de azot. Fiecare punga de ingrasaméant B contine 1
kilogram de clor, 4 kg de acid fosforic si 3 kg de azot. Testele aratd ca
culturile au nevoie de cel mult 400 de kilograme de clor si de cel putin
1000 kg de acid fosforic. Cate pungi din fiecare amestec trebuie sa fie
utilizate, in cazul in care agricultorul vrea sd reduca la minimum cantitatea
de azot addugata la culturile sale?

31.Un fond de pensii private are la dispozitie 30 de milioane u.m. pentru a
investi. Banii trebuie impartiti intre bilete de trezorerie, obligatiuni si
actiuni. Administratia fondului cere ca cel putin 3 milioane u.m. sa fie
investifi In fiecare din cele 3 tipuri de investitii, cel putin jumatate din bani
sd fie investiti Tn bilete de trezorerie si obligatiuni, iar suma investitd in
obligatiuni sa nu depaseasca dublul valorii investite in bilete de trezorerie.
Beneficiile anuale pentru cele trei tipuri de investitii sunt: 7% pentru bilete
de trezorerie, 8% pentru obligatiuni si 9% pentru actiuni. Cum ar trebui
impartiti banii pentru a obtine la sfarsitul anului un beneficiu cat mai
mare?

32.Compania “Dog Food” produce si comercializeaza produsul ProDog, un
aliment pentru caini. Produsul are doua ingrediente de baza: carne la pretul
de 0.25u.m. pe kilogram si cereale la pretul de 0.18 u.m. pe kilogram.
Compania are responsabilitatea cumpararii combinatiei de ingrediente la
cel mai mic cost posibil. Oricum, standardele guvernamentale necesita ca
toate alimentele pentru caini sa contind cel putin 70% carne sau derivate
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din carne. In plus, continutul nutritional, declarat pe cutie, necesitd ca
fiecare kilogram de hrana pentru caini sd contina cel putin 0.5 kilogram de
proteine. Se presupune ca derivatele din carne si carnea contin 60%
proteine si cerealele contin 35% proteine. Campania de publicitate este
bazatd pe calitatea extraordinara a produsului ProDog indicat pentru o
conditie fizicd foarte bund. Astfel combinatia trebuie sa intalneasca
standardele de calitate impuse de companie. Fiecare kilogram de carne sau
derivate din carne contribuie cu 75 de unitati de calitate (standard impus
de companie). Fiecare kilogram de cereale contribuie cu 50 unitati de
calitate. Standardul necesita ca fiecare kilogram de aliment pentru caini sa
nu prezinte mai putin de 60 de unitd{i de calitate. Determinati costul minim
al combinatiei de carne §i cereale care satisface constrangerile date.



